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CHAPITRE [

Rappel sur la topologie d'un espace

métrique

Soit X # (). d est une distance sur X, si d: X x X — R, est une application vérifiant
1. d(z,y) >0Va,ye X et d(z,y) =0 <=z =1y.
2. d(z,y) =d(y,x), Vz,ye X.
3. d(z,2) < d(x,z)+d(z,y) Vz,y,z € X.

On dit que (X, d) est un espace métrique.

Exemples 1.0.1. o (R, d) avec d(z,y) = |x — y| est un espace métrique.

o (K" d;) aveci=1,2,...,00,K=R ou C.

n

L4 dl(way) :Z’%—Z/z‘; T = ($1>"'7xn)7 Y= (yla--'7yn)-

i=1

 dafr,y) = (im ~ul)

o do(z,y) = {2%1\% = yil.

di,ds, ds sont des distances sur K". De plus on a,

[

Dans la suite X désignera un espace métrique.

Définition 1.0.2. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X est

convergente.

Proposition 1.0.3. Toute partie compléte d’un espace métrique est fermée.
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 4

Preuve. Soit (X, d) espace métrique et Y C X complet. Soit (z,,), C Y tel que (z,,), converge

dans X. Soit = limx,,. Montrons que z € Y. Comme (z,), converge dans X alors elle est
n

de Cauchy dans X mais (z,), est contenue dans Y alors (z,,), est de Cauchy dans Y qui est

complet, donc (z,,), converge dans Y ou encore x € Y. Donc Y est fermé. [ ]

Définition 1.0.4. (Bolzano- Weierstrass)
Soit K C X, K est dit compact si de toute suite de K, on peut extraire une sous suite conver-

gente dans K.

Remarque 1.0.5.
- K compact = K fermé.
— K compact = K bornée.
— Toute partie fermé d’un compact est compact.
- K C X finie = K compact.
- Si(z,), CX etx= liTanxn alors K = {x,, n > 0} est compact ssi x € K.

En particulier A = {x,, n > 0} U{z} est compact.

Théoréme 1.0.6. (Borel-Lebesgue)
Soit K C X est compact si et seulement si de tout recouvrement d’ouverts de K il existe une

sous recouvrement fini. c-a-d, Si (O;)ier est une famille d’ouverts de X telle que K C UO"
i€l
alors il existe J C I fini tel que K C U O;.

€]

Théoréme 1.0.7. Tout espace compact est complet. La réciproque est fausse.

Preuve. Soit (z,), C X une suite de Cauchy. Si X est compact alors (z,), admet une sous

suite convergente dans X, d’ou (z,), est convergente et X est donc complet. |
Exemple 1.0.8. (R, | |) est complet non compact.

Définition 1.0.9. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est précompact si pour tout

P
€ >0, il existe x1,29,...,2, € X tels que X C UB(xi,e).
i=1

Remarque 1.0.10. o (R,| |), R n'est pas précompact.
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 5

e Toute partie bornée de K™ est précompact.
e Un compact est toujours précompact.

o Un précompact n’est pas en général un compact (a,b]).

Théoréme 1.0.11. Soit X un espace métrique précompact. Alors pour tout’Y C X on a

1. (Y,d) est précompact.

2. (Y,d) est précompact.

Preuve.
1. Soit (X,d) précompact et Y C X. Soit € > 0, il existe xy,29,...,2, € X tels que
p p
€ €
X=\|]B(x;,=). DounY=XNY =| |B(z;,=)NY.
U (e 5). Dou J B 5)

= =1
Le probléeme ici est que les z; ne sont pas nécessairement tous dans Y.

Soit A I'ensemble des indices i = 1, ..., p tels que B(a;, §) (Y # 0. Donc pour tout i € A

il existe y; € Y () B(z;, 5). On obtient alors Y C U B(z;, %) C U B(y;, €).
icA icA

p
2. Soit € > 0, il existe z1,...,2, €Y tels que Y C UB(.CI?Z-7 %)

=1

(Compact) — (complt) — (Femd)

4

Théoréme 1.0.12. Soit (X,d) un espace métrique alors les deux assertions suivantes sont

équivalentes.
1. X est compact.

2. X est précompact et complet.
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 6

Preuve. 1) = 2) Soit (X, d) un espace métrique compact. Si € > 0 alors (B(z,€)),. ¢ est un

recouvrement d’ouverts de X. D’aprés le Théoréme de Borel Lebesgue, il existe 1, z2,...,2) €
p
X tels que X = U B(z;,€). D’ott X est précompact. D’autre part un espace métrique compact

i=1
est toujours complet. D’ou X est précompact et complet.
2) = 1) Soit X précompact et complet, on suppose que X n’est pas compact. Soit (), une

suite réelle de R convergente vers 0. Comme X est précompact il existe xq,...,z, € X tels que
p p

X C U B(x;,€0) C U B(x;, €). Comme X n’est pas compact, on peut trouver un recouvrement
i=1 i=1
(Un),>o de X tel que aucune sous famille finie de (U,), recouvre X. En particulier il existe

io € {1,2....p} tel que aucune sous famille finie de (U,), recouvre B(z;,, €p). On recommence

le méme raisonnement avec le sous espace By = B(z,, €0), il existe y1, s, ...,y, € By tels que

q q
BO C UB(yiael) C U§(9i761)~

i=1 =1

On pose By = B(y,,,€1) tel que By ne peut pas étre recouvert par aucune sous famille finie de
(U,),, - Ainsi, on construit une suite décroissante (B,,),, de boules fermées de diameétres tendant

vers 0 de X qui est complet alors mBn ={z}aveczr € X.Orz € X = UU"’ il existe

p > 0 tel que z € U, qui est ouvertnalors il existe € > 0 tel que B(z,¢€) C Up.nD’autre part,
x appartient a toutes les boules B,, dont le rayon €, — 0. Alors il existe ¢ > 1 (suffisament
grand) tel que B, C B(z,¢€) C U,, donc B, est recouvrable par une sous famille finie de (U,,),,.
D’ou la contradiction, X est alors compact. [ |

Définition 1.0.13. Soit (X,d) un espace métrique et Y C X. On dit que Y est relativement

compact si son adhérence Y est compact.

Exercice 1.0.14. Dans (R?,dy.), soit A = [0,1] x {0} {0} x [0,1], (A,ds) est un espace

métrique. Déterminer B(a,3) ot a = (3,0).
1 1 1
Bla,~) = B((=,0),=~
1 1

{(z,y) € A/ max (‘x — % ,|y|> < %}

—> B(a, 3) =0, 1[x{0}.
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 7

B(a, $) = [0,1] x {0} U{0} x [0, 3]:
Bf(a,3) =10,1[x{0} = [0,1] x {0}.

Exercice 1.0.15. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit (F),), o une suite décroissante de fermés de X et (x,), une suite de X convergente

n

telle que z,, € F,, pour tout n. Montrer que la limite de (z,,), est dans ﬂ E,. Donner un
n>0

exemple pour lequel ﬂ F,=0.
n>0
2. Soit maintenant (Ky),~, une suite décroissante des compacts non vides de X.

Vérifier que K = ﬂ K, est non wvide et que tout ouvert contenant K contient tous les
n>0
K, a partir d’un certain rang.

Réponse 1.0.16. 1. Soit p > 0.

z, € I,

Tpy1 € Fpp CF

Tpin € Fppn CFpy

Comme F, est fermé alors 1171111 Tpyn € Fp. Ensuite 117rln T, € ﬂ E,.
Dans (R, |.]). Soit n > 0, F,, = [n,+o00], (F,), estune suitg?écroissante de fermés de R
et non vide mais ﬂ F,=0.

2.Vn>0, K, #0 :n> Vn >0 il existe x, € K, C Ko, (), est une suite du compact Ky,
il existe alors une sous suite (T,(n)), convergente. D’apres 1), liin Tym) € ﬂK¢(n).
De plus ¢ : N — N est strictement croissante donc p(n) > n pour tout n.n

En particulier K,y C Ky, D’ot lim xy,) € ﬂ Kom C ﬂ K,,. En particulier K = ﬂ K,

est non wvide.

Remarque 1.0.17. On a {¢(n), n >0} C {n > 0}. D’ou

ﬂKn C ﬂK@(n) et ﬂKn = ﬂK¢(n).
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 8

Soit U un ouvert contenant K. Montrer qu’il existe un certain rang p > 0 tel que
Vn>p, K, CU.

Supposons le contraire :
Il existe ¢ une application strictement croissante sur N telle que K, (U # 0 pour tout

p>0. (KU C)p est une suite décroissante de compacts non vides. D’aprés ce qui précede

ﬂ(K¢(p) mUC) # 0= KﬂUC = (ﬂKw(p)) ﬂUC = m <K@0(p) ﬂUC> # 0.

p p

Donc K ¢ U ce qui est absurde. D’ou tous les K, sont contenus dans U a partir d'un certain

rang.
Définition 1.0.18. Soit E un espace vectoriel sur K (RouC). On appelle norme sur E toute
application N de E dans R vérifiant :

1. N(z) > 0,Vz € E et N(z) =0<= a=0.

2. N(Ax) = |A\|N(x), VA eK, Vz € E.

3. N(x+y) < N(x)+ N(y), Vo,y € E.

St N est une norme sur E, on définit [’application

d-ExE — R
(z,y) + d(z,y) = N(z —y).

d est une distance sur N dite associée a N et (FE,d) est l'espace métrique associé a l’espace

vectoriel normé (E,N). (E, N) est dit espace de Banach si (E,d) est complet.
Définition 1.0.19. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F
(f : E — F) est dite linéaire si :

1. Vx,ye B, f(x+y) = fx)+ fy).

2. Ve E,VA€K, f(Ax) = \f(x).

ou encore Vr,y € E, A€ K, f(Ax +y) = \f(x) + f(y).
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 9

Remarque 1.0.20. Si f : E — F linéaire alors f(0g) = Op.
On note ker (f) ={z € E/f(x) =0} = f~1({0}) et Im(f) = {f(z), z € E}.

ker(f) est un sous espace vectoriel de E et Im(f) est un sous espace vectoriel de F'.
Soient F et F' deux K-espaces vectoriels normés et f une application linéaire de £ dans F.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f continue.

2. f continue en 0

3. f est bornée (Il existe ¢ > 0 tel que |[[f(x)|r < ||| )

W

. f est Lipschitzienne.

On note L(F, F) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F et L(E) =
L(EE).
Remarque 1.0.21. 1. Si f € L(E, F) alors ker(f) est un espace vectoriel fermé de E.
2. LR) ={fs: R — R/fu(x) = azx, a € R} l’ensemble des applications linéaire sur R.
3. LIR",R™) = M,,, o(R) c’est a dire ¥V f € LIR",R™) il existe une matrice M € M, ,(R)
telle que f(x) = Mz.
4. SidimFE < oo et f: E— F linéaire alors f est continue.

Supposons que dim E = n et (e1,...,e,) est une base de E. Si x = Z Ai€;, alors
i=1

If@)r = ||f(Z ol

F

= D Nif(e)l
=1 F
< D INllIFCEllp
i=1

= (el el

Donc f est borné, par suite f est continue.
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 10

Définition 1.0.22. Soit f € L(E,F), on pose ||f|| = sup ||f(x)|. L application f — || f||
ll=[<1

définit une norme sur L(E, F) dite norme d’opérateurs.

En effet,

1. Pour tout f € L(E,F), || f|l > 0. De plus

[/l =0 <= sup |[f(z)[=0

llzf|<1

VeeE, |lz]| <1, | f(=) =0
Va e E{0}, [If (@)l = [I£(
f(z) =0Vx e E\{0}

f =0 (puisque f(0) = 0).

=l =0

]l

T

2. Soit A € K, fe L(E,F).

IAfI = sup [[(Af) ()]

[Jf| <1

= sup (IN[7@)I)

[[=f|<1

= |\l sup [[f(z)]]

ll=]|<1

= Al

3. Soient f,g € L(E,F)

If+gll = HSlnlng(erg)(fv)\l

= s 1/ () + g(2)]l

sup (1)1l + (o)1)

llzll<

sup [|f(2)] + sup [lg()]]

[lzf|<1 [[=]I<1

LFIF+Nlgll-

INIA

Remarque 1.0.23. V f € L(E, F)

swp [lf@) = sup (@) = sup L2
lz)<1 lzll=1 w40 |7

Cours d’Analyse Fonctionnelle Adel SADDI FSG. 2022-2023



Rappel sur la topologie d'un espace métrique 11

Posons A= sup |f(z)], B = sup |f(z)], C = sup LD
lz|<1 lz]|=1 =20 ||z
Onaf{r€ B, || =1} C{z €E, ||z <1} alors B = sup ||f(z)[| < sup [|f(z)] = A.
=1 Jall<1

Soit x € E\ {0}, alors y = Tay € {ue E,|u|| =1}, dou || f(y)] < B.

Donc ML < B Vu#0 <=V eE, |f(x)|]| < Bl

Par suite A = sup ||f(z)|| < B. Dot A= B.

[[=]I<1

De plus

I ]
o el

= swllf ()]
:swﬂﬂwWyzﬁﬁx%U}
()

< sup{[lf W], [lyl =1} = B.

Soitx € E, ||z =1 on a

=17 (o) =" <

] ]

D’ou B = sup ||f(z)]| < C. Ainsi A=B=C, etVz € E, | f(z)] <|flllz]-
Exemples 1.0.24. 1. Soit E = C([0,1],K) muni de || .| s. Posons

T:E — E
[ T /THE) = 1)

T(f+9)t) = tf+g)1)
= tf(t) +tg(t)
= T(Ht) +T(9)®)
= (T(H)+T(9))®).
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TA(E) = tAf)
= IAf(t

t)

= MSf(t

— —

= AT()(1)

= (AT()(®).

D’ou T est linéaire sur E.

Soit f € E ett e [0,1]

IT(HII = sup [T(f)(@)]

te€[0,1]

= sup [tf()]

t€[0,1]

< sup [|f(?)]
t€[0,1]

= Il

D’ou f € L(E) et ||T|| < 1. De plus pour fo =1, on a || foll, = I fll. =
I7(fo)lloo = sup [t] = 1.

te(0,1]
D’ou

171} = sup [[T(f)llo = 1T (fo)ll
If11<1
Ainsi ||T]] = 1.

2. Soit P(K) = {(zn),5, CC/ Y _ |2nl* < +00}.

Pour x = (x1,...,2y,...) € I*(C), |z], = (Z\xﬂ ) (K), ||.l,) est un espace de

n>1

Banach (Hilbert).
On pose

G:A(K) — B2(K)

x — Gr=(r3,23,...,Tp,...)

D:2(K) — *K)

r=(x1,...,Tp,...) — Dx=(0,21,...,2,,...)
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Rappel sur la topologie d'un espace métrique 13

Soient x = {(xn) }n>1, Y = {(Yn) Jn>1 et X € K.

Glxz+y) = T((:L‘l—|—y1,x2—i—yg,...,xn—l—yn,...))
= (o4 ys,23+Ys.. ,Tp+Yn,...)
= (o, %3, . Tpy.. )+ (Y2,Y3 -y Yny - - -)
= Gz + Gy

GAx) = Try, Mg, ..., Ay, - )
= (AT, Ax3, ..., ATy, ...)
= A(C{Z’Q,Ig,...,l’n,...)

= A\G(2)
Vo= {(zn)}n>1 € lQ(K)

IGzll; = N2, @5, @0, )l

= D _laf

n>2

2 2
< Dl =l

n>1
Ce qui implique
|Gfly <[], (1.0.1)

De méme
ID2l2 = 10,2120, 20,

Doa V€ B(K) |Dz|l, = ||, Ainsi D e E(ZQ(K)> et | D|| = 1.
D’apres Uinégalité (1.0.1) G € E(ZQ(K)) et |G| < 1. De plus pour o = (0,1,0,...,0),
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zo € I*(K) et ||zo| = 1 et Gzo = (1,0,...,0), on a, |Gzoll, =1, d’ou ||G|| > ||Gzoll, = 1,

on obtient ainsi ||T'|| = 1.

Exercice 1.0.25. Soit (a,),~q C C une suite bornée et

T:1*(C) — [*(C)

T = (T0,T1,. s Tpy...) > TT = (To, 11, ., 0Ty, ) = (0T0),50
Montrer que T € ﬁ(lz((C)> et déterminer sa norme ||T||.

Théoréme 1.0.26. Soient E et F' deux K espace vectoriel normé. Si ' est un espace de

Banach, alors L(E, F') l'est aussi.

Preuve. Soit (7},), une suite de Cauchy de L(E, F'). Soit € > 0, il existe N > 0 tel que
Vp,geNp>N,q>N ||T,—T,| <e.

= il existe N € N tel que Vp,¢q> N,p> N, ¢> N, sup ||[(T, —T,)(z)] <e.
[lzl|<1

— il existe N € N tel que Vp,q > N,p> N, q¢> N, V|z| <1, |Tpo — T x| <e (%)
Dou Va € E, (T,x), est une suite de Cauchy dans F. Or F' est un espace de Banach donc

(T,x),, est convergente dans F. Soit

T:-F — F

r — Tx= lignTn:I:
En particulier, d’aprés (x) il existe N € N tel que
VpeN,p> N Vz|| <1, ||Tpe —Tx| <€ (xx).
Soient z, 2’ € E

T(x+2) = lmT,(x+2)
= lm(T,z + T,2")

= limT,z + lim 7,2’
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Soit A e K, x € F,

T(\x) = hTILIlTn(/\l’)

= ANimT,z
= Nlx.
Soit © € F,
[Tz|| < Tzl + | Tve — Tl
< Onlla] + ef|]]
= (Cn + o).

D'ou T € L(E,F). de plus, d’aprés (xx), im7T,, = T dans L(E, F) et donc L(E, F) est de

Banach. [ |

Soit E un espace vectoriel normé sur K. Alors 'espace de formes linéaires E' sur E est dit
dual algébrique de E et 'espace de formes linéaires continues E* = L(E,K) est dit le dual
topologique de F

Corollaire 1.0.27. Soit E un espace vectoriel normé. Alors le dual topologique de E est un

espace de Banach.
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CHAPITRE I

Théoreme de Stone-\Weierstrass et

Théoreme d’'Ascoli

2.1 Théoréme de Stone-Weierstrass

Soit F un espace vectoriel normé et ”.” une deuxiéme loi de composition interne de E. On dit
que (E,.) est une algebre :
o Si [lzyll < [lzllllyll, Vz,yeE.
Soit E une algébre et A C E, on dit que A est une sous algébre de E si :
e A est un sous-espace vectoriel de F et stable par rapport alaloi”.”. c-a-dVaz,y € A, x.y € A.
e Une algébre A est dite de Banach si A est complet.
e Soit (K, d) un espace métrique compact. Posons £ = C(K) 'espace de fonctions (réelles ou
complexes) continues sur K.
On munit £ de la norme uniforme, c’est & dire : ||f|| . = sup|f(x)], C(K) est une algébre
puisque V f,g € C(K), fg € C(K) et on a <

19l = sup|f(z)g()]

reK

= sup |f(z)|lg(x)]
zeK

< sup(|f(@)lll9ll)
zeK

= [fllcllgllee:
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e L(E) est une algebre en effet : V1,5 € L(E),Vx € E,

(T oS) )| = T(Sz)|
< |[T[l{lS]
< TSI

Dot
1o S| < (ITNIISTI

Remarque 2.1.1. C(K) et L(FE) sont des algébres de Banach pourvu que K est un compact

et E est de Banach.

Remarque 2.1.2. La fonction t — |t| n’est pas un polynéme sur R puique cette fonction n’est

pas dériwable en 0 mais tout polyndome est C* sur R. Cependant nous le résultat fondamental

sutvant.

Lemme 2.1.3. [l eziste une suite de fonctions polynémiales convergeant uniformement vers |t|

sur [—1,1].
Preuve. Soit
Py=0, P,.1(t)=P,(t) + %(t2 — P2(t)) pour tout n > 0.
(Pn),>o est une suite de polynomes vérifiant :
[t = Poya(t) = [t = Pa(t) — %(ltl — Eu())([t] + Fu(t))
= (It} = Pa(t)(1 = %(!ﬂ + Bu(1)))-

Par récurrence, on montre que 0 < P, (t) < |t|, Vn >0, V|t| < 1.
Eneffetona0<0=F(t) <[], VIt <1
Supposons 0 < P, (t) < |t|, V|t| <1

On a [t| 4 P (t) <2t = 1 — S(|t| + Poo(t)) > 1 = 2(2¢)) =1 —[t| > 0, V[t| < 1.

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

D’aprés (2.1.3), on obtient |t| — P,,1+1(f) > 0. De plus 0 < P, (¢t) < |t|, alors (2.1.1) donne

Pn0+1(t) > 0.
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(2.1.2) implique aussi que pour tout [t| < 1, P,i1(t) — Py(t) = 2(t* — P2(t)) > 0, donc V [t < 1,
(P,(t)),, croissante et majorée par |t|, donc (P,), converge simplement sur [—1, 1].

Si f(t) = liTanPn(t), Vit| <1, alors f(t) = f(t) + 282 — f2(t)), V]| < 1.

D’ou f(t) = |t|.

Comme (P,), est une suite croissante de fonctions continues et converge simplement vers la
fonction continue f(t) = |t| sur [—1, 1], alors le théoréme de Dini assure la convergence uniforme
de (P,),, vers |t| sur [—1,1].

On donne également une preuve directe de la convergence uniforme de (P,), vers |t| sur [—1, 1].

D’aprés 2.1.3, on obtient

(= Put) < (]~ P ()1 — 51t (21.4)

[t = Poa(t) < (] = Baa(t)( = %\t!)

1= P(t) < (Il = Ro(0)(1 ~ 3t

Dot |t — Pa(t) < [¢l(1 — 2¢)" < min((1 = 3}¢])" [¢]), ¥n.V]e] < 1.

Soit 0 < e < 1.

sup |[t] — P, (1) = max(sup [[t] — Bu(t)], sup [[t] = Bu(t)])-

<1 jt]<e e<lt|<1

1 1
On a sup |[t| — P.(t)] < sup (1— §]t|)" <(1- 56)” et sup ||t| — P,(t)] < sup|t| <e.

e<ltl<1 e<lti<1 [t <e jt]<e
Donc lim sup ||t| — P,(t)| = 0 et (P,),, converge uniformément vers |¢| sur [—1, 1]. |
"<t

Corollaire 2.1.4. Soit A une sous-Algebre de C(K,R). Si f € A alors |f| € A et si f,g € A
alors sup(f, g) et inf(f, g) sont également dans A.

Preuve. Soit f € A, on suppose que || f]|,, < 1. D’apreés le lemme 2.1.3, il existe une suite de
polynoémes (P,),, € R[X] telle que (P,), converge uniformément vers [t — |t|] sur [—1, 1].
On a sup|P,(|f(t)]) = |f(®)|| — 0 lorsque n — +o0.

Clest ;Egire sup | P, (f)(t) — |f(t)|| — 0 lorsque n — +o0.

Comme f Etlealors P,(f) € A, c’est a dire |f| = lirlznPn(f) dans C(K,R). Donc |f| € A.
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Soient f,g € A, on a sup(f,g) = %(f+g+|f—g|) — sup(f,g) € A. De méme inf(f,g) =

€4 €A
s(f+g—|f—g) €A u
——
€A cA

Remarque 2.1.5. Soit A une sous algebre de C(K,R). Alors pour tout f € A, f+ =sup(f,0)

et [~ = —inf(f,0) appartiennent a A.

Définition 2.1.6. Soit A est une sous algébre de C(K). On dit que A sépare les points de K
si pour tout couple (x,y) € K x K, x # vy, il existe f € A tel que f(x) # f(y).

Lemme 2.1.7. Soit A une sous-algebre de C(K,R). On suppose que A contient les fonctions
constantes et sépare les points de K. Alors A vérifie la propriété d’interpolation suivante :
Pour tout couple (z,y) € K x K tel que x # y et pour tout couple (c, B) € R x R, il existe une
fonction f € A telle que f(x) =« et f(y) = f.

Preuve. Soient z,y € K, x # y comme A sépare les points de K, il existe une fonction g € A
telle que g(z) # g(y).
Ag(z) + p = a,

Ag(y) +p = 5.
ou a, € R, A\, u sont les inconnus. Le determinant de la matrice associée est non nul, donc

On considére le systéme linéaire suivant :

le systéme posséde une solution unique (A, ) € R x R. Posons f = Ag + p .Ona fe A
-~

€A €A
vérifiant f(z) = Ag(z) + p=a et f(y) = Ag(y) + p = 5. [ |
Théoréme 2.1.8. (Stone-Weierstrass cas réel)

Soit A une sous algebre de C(K,R). On suppose A contient les fonctions constantes et sépare

les points de K. Alors A est dense dans C(K,R).

Preuve.

Pour cela, on a besoin de montrer que A = C(K,R) <= V¢ € C(K,R), il existe
(n),, C A telle que liyrln ©n, = ¢ dans A.

< Vo € C(K,R), Ve >0, il existe f € A telle que ||¢ — f]|, <e.

<V eC(K,R), Ve >0, il existe f € A telle que ||¢ — f|, <e.
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Soit € > 0 et ¢ € C(K,R). Vo € K, on cherche f, € A telle que f,(z) = ¢(x) et f, > ¢ — €.
Soit x € K, pour tout y € K, on peut grace au lemme 2.1.7 trouver une fonction f¥ € A telle
que fY(z) = p(z) et fY(y) = ¢(y). Comme f¥ et p sont continues sur K donc en particulier en
y, il existe un voisinage ouvert V¥ de y tel que fY > ¢ — e sur VY.

La famille de (V¥),cx constitue un recouvrement d’ouverts de K. Comme K est compact, il
existe alors ¥y, s, ...,y € K tels que K = [J)_, V¥.

D’aprés le corollaire 2.1.4 f, = sup(f¥, f¥2,..., f%) € A. De plus f.(z) = o(z) et fo > ¢ — ¢
sur K.

Etape2 : Existence de f :

Va € K, soit f, la fonction donnée dans 'étape 1 (fm(l‘> =) et fo >p—¢€ fo € X).
D’aprés la continuité de f, et ¢ en z, il existe un voisinage ouvert V, de x tel que f, < ¢ +€ sur
Ve. Ona K =, x Ve qui est compact, donc il existe z1,...,x, € K tel que K = |J;_; V;,. On
pose f =inf(fs,, fuy,---, fz,) On a bien f € A = A verifiant Vo € K f(z) < fo,(x) < p(z)+e.
D’autre part f,,(z) > o(x)—€, Vi € {1,...,n}. Ainsi f(x) = inf(f,,(2),..., fo, () > o(x)—¢,
dou V€ K, p(x) —e< f(z) < p(z) +e <= ||f — ¢l <¢ ot f€Adonc A=C(K,R).

Définition 2.1.9. Une sous algebre A de C(K) est dite auto-conjuguée si pour tout f € A, f

l’est aussi.

Théoréme 2.1.10. (Stone- Weierstrass cas compleze) :
Soit A une sous-algébre de C(K,C) contenant les fonctions constantes, sépare les points de K

et auto-conjugué. Alors A est dense dans C(K,C).

Preuve. On suppose que A est une sous-algébre contenant les constantes sépare les points de
K et auto-conjuguée.

On pose B = A C(K,R). B est un sous algebre de C(K,R) contenant les constantes et pour
tout f € A, on a Re(f) = g et Im(f)= fQ;F appartiennent & B donc B sépare les points de

K. D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass réel, B est dense dans C(K,R), d'ou A= B +iB
est dense dans C(K, C). |
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Corollaire 2.1.11. Soit [a, b] un segment de R. Alors ’espace des fonctions polynomiales réelles
est dense dans C([a,b],R). Plus généralement si K est un compact de R%, d > 1, alors l’espace

des fonctions polynomiales réelles en d variables x1,xs, ..., x4 est dense dans C(K,R).

Remarques 2 1. 12 1) f:]0,1] — R est continue alors la suite des polynomes (B,,), donnée
par By ( Zf )CEF (1 — 2)"% converge uniformément vers f sur [0,1]. (B,), est dite
suite de Be’rnstem

2) Soit f : R — C, continue a support compact (il existe K compact de R tel que f =0 sur
1
K©). Soit également k, = ¢, (1 — 2?)"I|_11y(z) tel que / kn(z)dz = 1. Posons

Po(2) = (ko # f)(x) = / k() f (2 — y)dy.

Le produit de convolutz’on P, de k, et f est un polynome de Ry, [X]. (P,), converge uniformé-

1
ment vers f sur [5, % /f —y)dy, |z| < 5)
3) La sous algébre C[X]| n’est pas dense dans C(E). Sinon z — Z devrait étre holomorphe sur

D ={2eC/|z| < 1}.

Corollaire 2.1.13. Toute fonction continue 2m-périodique f : R — C est limite uniforme de

polynomes trigonométriques (P(x) = Q(cos(x), sin(x)) = S(e™, e™) avec Q,S € C[X,Y].

Preuve. Soit f: R — C une fonction continue 2r-périodique. Notons A la sous-algebre de

C(D) engendré par les fonctions constantes, les fonctions z — z et z — £ c’est a dire

A={f:T—C/f(z) =) oap* I CZIfinietay e C}.
kel

Par construction A contient les constantes, sépare les points et elle est auto-conjuguée, en effet,

Z a2t = f Z anz" Z a2k

kel kel keJ=—1
I fini I fini I fini

D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass

A=C(T). (2.1.5)
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On pose maintenant T = {z € C/|z| = 1} et on définit la fonction f : T —» C telle que
fle) = f(t) pour tout t € R. Alors f est continue, en effet : Soit F un fermé de C,

fUF) = {z€C/f(z) € F}

= {"eT/f(e") e F}
= {e" € T/f(t) € F}.

Dot f~1(F) =T f'(F)) est un fermé de T.
Soit € > 0, d’apres (2.1.5), il existe ¢ € A tel que ||§ — f]| < e.
Soit ¢ : R — C tel que o(t) = () = Z age’t = Z (Bk cos(kt) + v sin(kt)).

kel kel
I fini I fini

On a

lo = fllow = suple(t) — f(1)]

teR

= sup (") — f(e")]
te[0,27]

= sup|@(2) — f(2)]

z€T
= H(Z_fHoo <€

ol ¢ est un polynoéme trigonométrique. D’ot la conclusion. [ |

Soient (X, d) et (Y,d’) deux espaces métriques et f : X — Y une application de X dans Y.
f est dite k-lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que : Vx,y € X/d'(f(z), f(y)) < kd(x,y). f est

dite aussi k-lipschitzienne ou lipschitzienne de rapport k.

’ Fin de Rappel ‘

Corollaire 2.1.14. Soit (K,d) un espace métrique compact. Alors l’espace des fonctions lip-

schitziennes est dense dans C(K).

Preuve. Soit Lip(K) ’ensemble des fonctions lipschitziennes de K dans K. Il est clair que cet

ensemble est un sous-espace vectoriel de C(K). Lip(K) est une sous-algébre de C(K) contenant
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les constantes. De plus si f € Lip(K), alors pour tous x,y € K

[f(z) =)l = |f(z) = f(v)]
= |f(z) = f(y)l
= |f(@) = f(y)| < kd(z,y).

Donc f € Lip(K) et Lip(K) est auto-conjuguée.
Solent a,b € K, a # b et posons f(z) = d(a,z), Vo € K. On a f € Lip(K), f(a) = 0 #
d(a,b) = f(b). Donc d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass Lip(K) est dense dans C(K). R

Exercice 2.1.15. Soit (K,d) un espace métrique compact et f € C(K,R). Pour tout A > 0,

on pose
falz) = inf {f(y) + Ad(z,y)}.
yeK
Montrer que
1. fy est A-lipschitzienne et f) < f.

2. (fr), converge uniformément vers f sur K quand A — +o0.

Corollaire 2.1.16. Soient (K,d) et (K,d') deuz espaces métriques compacts. Alors l’espace
vectoriel F(K ® L) engendré par les fonctions f € C(K x L) de la forme

flz,y) = u(z)o(y)
ot u € C(K) etveC(L) est dense dans C(K x L).

Preuve. F(K®L) est une sous algébre de C(K x L) contenant les constantes et auto-conjuguée.

De plus, si (z,y) # (2/,y") € K x L on pose :
Fu,0) = d(u, ) + d' (v, ), (u,0) € K x L.

Alors f € FIK® L) et f(z,y) = 0 et f(2/,y) = d(a’,2) + d(y',y) > 0. Donc F(K ® L)
sépare les points de K x L. D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass F(K ® L) est dense dans
C(K x L). u
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Définition 2.1.17. Un espace métrique (E,d) est dit séparable s’il contient une partie dénom-
brable dense.

(E,d) est séparable s’il existe D C E tel que D est dénombrable et D = E

(E,d) est séparable s’il existe D = {a1,as,...,ap,...} CE et D=E.

Théoréme 2.1.18. Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve. Soit (K, d) espace métrique compact, alors il est précompact, donc pour tout € > 0,

p
il existe x1,...,2, € K tels que K = UB(x,-,e).

i=1
Pn 1
Soit n > 1, il existe z7,..., 7, € K tels que K = UB(m?,—).
" n
i=1
— 1 1 2 2 n n
On pose D = {xy,..., %, ,%%,..., %5, ..., 20, ...,0p ,...}.

D est dénombrable. Soit x € K et € > 0. Il existe ng € N tel que Vn > ng, % < €. D’autre part il
. . n 1 n o JRES n 1

existe io € {1,...,py,} tel que x € B(z}), ) avec z; € KD = D. D’ou d(z, ;) < - <.

D'ou 23 € D[ B(z,¢). Ainsi D = K. |

Théoréme 2.1.19. Soit (K,d) un espace métrique compact. Alors C(K) est séparable.

Preuve. Soit (K, d) un espace métrique compact et D = {ay,as,...,a,,...} une partie dé-
nombrable dense de K. Pour tout n > 1, on pose f,(x) = d(z,a,), on a f, est continue sur K
a valeurs dans R pour tout n > 1. Soit A la sous-algébre de C(K,R) engendrée par la famille
{fn, n >0} avec fy = 1.
A contient les constantes et sépare les points de K, puisque , si a,b € K, a # b, alors il existe
une sous suite ay(,), de (an), telle que liin ayny = a. Donc il existe ng € N tel que Vn > ny.
d(ayp(my, a) < @. Dot d(ag(m,b) > d(%’b), Yn > ny.
Sinon,

d(a,b) < d(a,apm)) + d(apm),b)

d(a,b) d(a,b)
2 * 2

Ce qui est faux. Ainsi on obtient

d(a,b)
2

fono) (@) = d(ag(ng),a) < < d(ap(ng), 0) = fo(no)(b),
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D'ou A = C(K,R), d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass réel. [Gréee a la densité de @
dans R. Toute fonction de C(K,R) est limite uniforme de combinaisons linéaire a coefficients
rationnelles de fonctions f de type f = H fi ot I est un sous ensemble finide N, f; € A } Ainsi
C(K,R) est séparable. Comme C(K, C) ZSC(K, R) +iC(K,R) alors C(K, C) est aussi séparable.
|

2.2 Théoréme d’Ascoli

Soit (E,d) et (E,d") deux espaces métriques. On note C(E, F') 'ensemble des fonctions
continues de E dans F et soit F une sous famille de C(E, F).

Définition 2.2.1. On dit que F est équicontinue en x, si pour tout € > 0,
il existe y(z,e) >0 /Vy € Ed(x,y) <v= VfeF, d(f(x),fly) <e.
F est dite équicontinue si F est équicontinue en tout v € E.

Ve>0,VexeFE, Avy(x,e) >0Vy e E, dlx,y) <y= VfeF df(x),fly) <e.

Remarque 2.2.2. L’équicontinuité de F en x, tmplique la continuité de tout f € F en x.
Dans la définition existence de v = y(x,€) > 0 est uniformément choisi (ot le méme) pour

toutes les applications f € F.

Notation 2.2.3. Si(f,),,, est une suite de C(E, F), on dit que la suite (f,),~, est équicontinue

n>p

si la famille F = {f, /n > p} est équicontinue.

Exemples 2.2.4. 1. Toute famille finie de C(E, F) est équicontinue.

2.8 F :{f: E — E, k-lipschitzienne}, k > 0 fizé. On prend ~y(x,€) = alors F

o
équicontinue de plus,
si F:{f:E — F/Nx € E, 3V, C V(x) ouvert tel que f|y, est k,-lipschitzienne}.

Alors F est équicontinue.

3. Si E et F deux espaces vectoriel normé et ¢ >0, F = {f € L(E,F), ||f|| < ¢}, alors F
est équicontinue ¥ f € F, ||f(z) — f(y)|| < cllx —yl||, Vz,y € E. Cas particulier de 2).
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4. Soit f,(t) =sin(\/t +4(nm)?),t >0 etn >0 et F = {f,/n > 0}. Alors F est équicon-

tinue sur [0, +00l.

Théoréme 2.2.5. (Théoréeme d’Ascoli)
Soient K un espace métrique compact et (f,), une suite bornée et équicontinue de C(K). Alors

(fn),, posséde une sous suite uniformément convergente.
La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.2.6. ( convergence "forcée”)
Soit (E,d) un espace métrique, (F,d') un espace métrique complet et (g,), une suite équicon-
tinue de C(E, F). On suppose également qu’il existe une partie dense D de E telle que la suite

(gn)n converge simplement sur D.
1. La suite (g,), converge simplement sur E.
2. La convergence est uniforme sur tout compact de E.

3. La fonction g = lim g, est continue.
n

Preuve. Comme F' est supposé complet, on obtient 1) et 2) si on montre que la suite (g,),,
satisfait le critére de la cauchy uniforme sur tout compact de E.
Soient K C E un compact fixé et € > 0. Comme (g,), équicontinue, alors Va € FE, il existe
0, > 0 tel que

Vo € FE, d(r,a) < d, = Vn, d(g.(x),gu(a)) <e. (2.2.1)

Posons B, = B(a,,) la boule ouverte. Va € E, on obtient la propriété suivante :

eVu,v e By, Vnd(g.(u),gn(v)) < 2e. La famille (B,),cx constitue un recouvrement d’ouverts
du compact K. Il existe alors ay,...,a, € K tels que K C B, |J...B,,. De plus D est dense
dans F, donc chaque ouvert B,, contient un z; € D. Posons Z = {21, 29, ..., 2, }. Par définition
de Z, a tout z € K, on peut lui associer z, € Z [ D tel que z et z, sont dans le méme ouvert

B,. D’aprés (2.2.1), on obtient, Va € K, d'(g,(z), gn(2:)) < 2€ et donc

d'(gp(x), 94(x)) < d'(gp(x), gp(2)) + d'(gp(22), 9 (22)) + d'(9q(22), 94())

< de+d(9y(22), 94(22))-
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Comme (g), converge simplement sur D et z, € D, il existe N,, € N tel que

Vp,q> N, d(g,(22),94(2:)) < €. Ainsi, il existe N,, € N, (N = I&%Nh)

Vp,gq>N= Ve K, d(g,(z),g,(x)) < be. Dot les propriétés 1) et 2).

Posons g(x) = liglgn(x) Vz € E. En faisant tendre n vers l'infini dans (2.2.1) on obtient
Vo eb,, d(g(x),g(a)) <e Dou g est continue en a. |
Preuve. (Théoréme d’Ascoli)

Soit (fy,)n une suite bornée et equicontinue de C(K). Comme K est un espace métrique compact,
donc il est séparable. Soit D C K une partie dénombrable et dense dans K. Comme (f,), est
bornée, elle posséde une sous suite (g,), de (f,)» telle que la suite numérique (g, (%)), est

convergente pour tout z € D. D’aprés le lemme 2.2.6, (g,), converge uniformément sur le

compact K. [ |

Exemple 2.2.7. Soit f,(t) =t",t € [0,1] et n > 1. La suite (f,), n’est pas équicontinue sur

[0, 1] puisque aucune sous suite de (f,), converge uniformément sur [0, 1].

Théoréme 2.2.8. Soit K un espace métrique compact. Alors les parties compactes de C(K)

sont exactement les parties fermées, bornées et équicontinues.

Preuve. D’aprés le théoreme d’Ascoli 2.2.5, il est clair que les parties bornées et équicontinues
sont relativement compactes, donc les parties fermées, bornées et équicontinues de C(K') sont
compactes.

Réciproquement : Si F C C(K) est compacte, alors F est fermée et bornée.

Reste & montrer que F est équicontinue. Soit n > 0, on définit .
Oon:F — R
fr—=0n(f) = sup{|f(z) = f(y)], d(z,y) <27"}.

oV f o.(f) — 0.

D’aprés le théoréme de Dini, (¢,,),, converge uniformément sur F vers 0. Ainsi sup |¢,(f)| — 0.
fer
<= Ve >0, il existe N € N tel que

Vn>N,VfeF Voye K, dxy <277 |f(z) = fly)| <e
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— Ve >0, il existe y = 27,

Ve,ye K, d(x,y) <,V feF, |fx)— fly)] <e.
D’ou F est équicontinue. [ |

Corollaire 2.2.9. (Théoréme d’Ascoli)
Soient (E, d) un espace métrique séparable, (F,d) espace métrique et (f,),, une suite de fonctions

de C(E, F). On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout x € E, l’ensemble { fn(x), n € N} est relativement compact dans F'.
2. La suite (f,), est équicontinue.

Alors (fy),, posséde une sous suite uniformément convergente sur tout compact de E.

Corollaire 2.2.10. Soient E et F' deux espaces métriques compacts si (f,), C C(E,F) est

équicontinue alors (f,,), posséde une sous suite uniformément convergente.

2.3 Application : (Probléme de Cauchy)

Soient X un espace de Banach et f : [ty — a,to + a] X B(zg,7) = X, ott 9 € X et ty € R,

a,r > 0, on considére le probléeme de Cauchy suivant :

2'(t) = f(t,x(t)),

(2.3.1)
$(t0) = Xy,

Théoréme 2.3.1. (Cauchy Lipschitz)

On suppose les hypothéses suivantes :

1. f continue sur C = [ty — a,ty + a] X B(wg,r) et lipschitzienne par rapport & la variable

x € B(xo,7).

2. 1l existe une constante M > 0 telle que

V(t,z) €C, ||f(t,z)]] < M, etaM <.
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Alors le probléme de Cauchy (2.3.1) posséde une unique solution x : [ty — a,to + o] —
B(xo,7)

Ici, on démontre le résultat suivant.

Théoréme 2.3.2. (Peano)

Soit X un espace de dimension finie et on suppose les hypothéses suivantes :
1. La fonction f est continue sur K = [ty — a, tg + ] x B(xg,7).
2. 1l existe une constante M > 0 telle que ||f(t,z)|| < M sur K avec aM <r.

Alors le probleme de Cauchy (2.3.1) posséde au moins une solution x : [to — a,ty + a] —

B(zo,7).

Preuve. L’idée est d’approcher f par des fonctions auxquelles, on peut appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschitz, ensuite on utilise le théoréme d’Ascoli pour conclure.

Comme X est de dimension finie alors K = [ty — a, tg+a] X B(xg,7) est un compact de R x X.
Notons A I’ensemble des fonctions f € C(K,R) de la forme f = ¢|x ou ¢ est Ct sur R x X. Il
est clair que A est une sous-algébre de C(K,R). De plus A sépare les points de K. D’aprés le
théoréme de Stone-Weierstrass. A est dense dans C(K, R). Par le théoréme de Tietze la fonction
[ se prolonge en une fonction continue sur R x X. On note par f ce prolongement. Soit (f,),
une suite de fonctions de classe C! sur R x X et a valeurs dans X qui converge uniformément

vers f sur K. On peut supposer de plus que || f,|| < M pour tout n € N (quitte a remplacer f,

IAIM_y

par cnfn 00 0 = gy

Comme chaque f, est de classe C! sur R x X alors sa restriction sur K est lipschitzienne
d’aprés I'inégalité des accroissements finis comme || f(¢, z)|| < M pour tout (t,z) € K. On peut
appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe alors une fonction x,, : I = [to—a, to+a] —

B(xg,r) solution du probléme de Cauchy (2.3.1) associée a f, et (to, 7o) € K. On a, ainsi

zo(t) = x,(to) —l—/t fn(s,zn(s))ds, (2.3.2)

pour tout t € I.
Comme les z,, sont & valeurs dans B(zo,7), la suite (), est bornée dans C(K, X). De plus on

a ||z, ()] = Ifu(t, zn)|] < M. pour tout t € I. Donc chaque fonction z,, est M-lipschitzienne
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donc la suite (x,,), est équicontinue sur le compact I.

D’aprés le théoréme d’Ascoli (), admet une sous suite (2,(n)), uniformément convergente
vers une fonction continue z : [ — X.

De plus on a x(t) € B(xo,r), pour tout ¢t € I, car toutes les x,, dans B(xg,r) qui est fermé dans
X.

PourteletneNona:

[ fotmy (s 2oy (1)) = FE 2@ < ot (s oy (8)) = F (& oy O+ 1 (E 2y (8)) = (8 2())]
< o = FI A+ 1F 2oy (1)) = F(E2(@0)]]-

Comme (fy(n)), converge uniformément sur K et f est continue sur le compact K, donc f est
uniformément continue sur K, on conclut que (fum)(t, Tom)(t))), converge uniformément vers
f sur I. En passant a la limite dans (2.3.2), on obtient z(t) = z(to) +/ f(t,z(t))dt. D’on
2'(t) = f(t,z(t)) et @ est une solution du probléme de Cauchy (2.3.1). v [ |
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CHAPITRE III

Théoreme de Hahn-Banach

Soit £ un ensemble non vide muni d'une relation d’ordre ” <7, (E, <) est dit ensemble ordonné.

On dit que E est totalement ordonné si pour tous z,y € K, r <y ouy < x.

Définition 3.0.3. Soit E un ensemble ordonné. On dit que E est inductif st toute partie
totalement ordonnée de E admet un majorant. (Pour tout F' C E totalement ordonné, il existe

a € F tel que, Ve € F, z < a).

Lemme 3.0.4. (Lemme de Zorn)

Tout ensemble ordonné et inductif admet un élément maximal.

Remarque 3.0.5. Le lemme de Zorn est équivalent au lemme suivant : Pour tout ensemble

non vide X, il existe une application
¢p:PX) — X
A — o(A) [/ o(A) € A
Théoréme 3.0.6. (Théoré¢me de Hahn-Banach cas réel)
Soient E un R-espace vectoriel et p une application de E dans R, tels que
1. p(x+y) <p(x)+ply), Ve,yeE
2. p(Ax) = A\p(z),Vz € E;\ > 0.

Soit F' un sous espace vectoriel de E et ¢ une forme linéaire sur F telle que
l(z) <p(z), VreF. (3.0.1)

Alors € se prolonge en une forme linéaire ¢ sur E vérifiant

l(z) < p(x), Vre L. (3.0.2)
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Preuve.

On commence par supposer que F' est de codimension 1 dans E. C’est a dire il existe 0 #y € FE
telle que £ = F & (y).

On cherche a prolonger ¢ en ¢ & E en préservant (3.0.1).

Pour cela, on cherche a € R tel que

Ux+ty)=l(x)+ta, YreF, VteR

et vérifiant

lx+ty) <plx+ty), YeeF, VteR.

Comme

Vi#£0 Lz +ty) = tﬁ(% + ),

il suffit alors de trouver a € R tel que

llxxty) < platy), VyeFL.

= l(z)+a<plxr+y), Yee Fetllr)—a<plx—y), Vaxec F, onde maniére équivalente

trouver a € R tel que
Uz) —plx —y) <a<plx+y) —Llz), YVoeF
Or pour tout 2,2’ € F on a
l(z) +0(z) <plz+2) < p(z +y) +p(z" — ),

d’on
() = p(z' —y) <plz+y) = U(2).
Vz,z' € F on obtient alors
Sug(g(x) —plz—y)) <plz+y) —Ll(z), Vz€FL
BS

De plus,
sup (((w) — pla—y)) < inf (bl +9) — ().

zeF
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Ainsi pour tout a € [sup ((ﬁ(:ﬁ) —p(:v—y)), 12£ (p(x—{—y) —E(w))] un tel prolongement ¢ existe.
z€F z

Si F' admet un supplementaire G de dimension finie (F' est de codimension finie) alors
E=Fa&d.
Supposons que {y1,...,y,} est une base de G. La construction de { se fait par récurrence finie

surt=1,...,p. D’aprés le 1°" cas si
E:F@G:F@<y1>@<y2>+...@(yp>.

on pose Fy = F,lg=1let F;=F_1+(y;), F, =FE i/, ={; 1 et (= 0.

L’importance du théoréme est dans sa grande généralité.

Dans la suite, on va utiliser le lemme de Zorn.

Soit M ’ensemble formé par le couples (K, m) ot K est un sous espace vectoriel de E contenant

F et m est une forme linéaire sur K de la fagon suivante :
m/r=4{, et m(xz) <p(r), VrelkK.
On définit sur M la relation ” <7 suivante :
(K,m) < (K',m') < K C K'et m/est un prolongement de msur K'.

— M # 0, il contient (F,?).
— (M, <) est un ensemble ordonné.

— (M, <) est inductif, en effet soit (Kj,m;),.; une famille totalement ordonnée M. Soit
K = UKi et m(x) =my(x), Vo € K;.

K est un S(;;IS espace vectoriel contenant F' et m est une forme linéaire sur K. De plus m(z) <
p(x)Va € ket m/, = £. Dot le couple (K, m) est un majorant de M. D’aprés le théoréme
d’Ascoli (M, <) admet un élément maximal noté (F, £).
Reste a& montrer que F=E. Supposons le contraire, il existe alors y € \Fv d’aprés le premier
cas il existe une forme linéaire m sur F & (y) = E telle que m/F = { et m(z) < p(z), V& € E.
(E,m) est un nouveau majorant de M différent de (F', /), ce qui est absurde. Donc F = E et

? est la forme linéaire voulue.
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Théoréme 3.0.7. (Théoréeme de Hanhn Banach cas compleze)
Soit E un C-espace vectoriel, p une semi-norme sur E et { une forme linéaire sur un sous

espace vectoriel F' de E vérifiant
|0(x)| < p(z), VzeF. (3.0.3)

Alors € se prolonge en une forme linéaire ¢ sur E vérifiant

10(2)| < p(z), Yz € E. (3.0.4)
Preuve.
Soit f une forme linéaire sur le sous espace vectoriel F' de E telle que |f(x)| < p(x), Vz € F.
On pose l1(z) = Re(f(x)).
Ona f(x) =tl(x) —ily(ix) Ve € F. (Im(z) = —Re(iz)).
On a l(x) <|f(x)| <p(z), Yx € F.
¢y est une R-forme linéaire sur F' vérifiant ¢;(z) < p(z) Vz € F.
D’aprés le cas réel, il existe une forme linéaire £, sur E vérifiant (1 / =1 et (1(z) < p(z), Y €
E.
On pose {(z) = 0y(z) —il1(iz), Yz € E.

{ est une forme C-lindaire sur E. En effet, VA e C,Vz € E,

((Az) = b6(x) —ily(idx)

= O((a+iB)z) — il (i(a + iB)x)

= aly(z) + Bl (ix) — ialy (iz) + il (x)
= (a+iB)h(x) + (a +iB)(—ili (ir))

= M(z).
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Si 0 est 'argument de ¢(x) (¢(x) # 0).

(z)] = e )

Corollaire 3.0.8. Soit E un espace vectoriel normé sur K, F sous espace vectoriel de E et {

une forme linéaire continue sur F'. Alors, il existe une forme linéaire { continue et prolonge £

sur E. De plus ||0] = ||€]|.

Preuve. Posons p(z) = ||{||||z||, Yz € E.
On a p positive + semiadditive + positivement homogéne donc vérifie les hypothéses du théo-
reme de Hahn-Banach.
Onap:E— Ry, p(z) = ||l]|||z] est positive.
Vz,y€ F, on a
plx+y) = [z +yl

< (el izl + llyll)

= p(x) +py)-
VA 20,V € E, p(Az) = [[][[|Az]| = [A[e][l|z]] = Ap(z).
De plus Vo € F [€(x)] < |[£]|]lz]] = p(x).
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire ( prolongeant ¢ sur E et vérifie

10(z)| < p(z) = ||0|l||lz]] Yz € E. Dou £ est continue sur E et |¢| < ||¢||. D’autre part, on a

1] = sup |[(z)] < sup |[€(z)| = ||{||. Ainsi il existe £ € E* = (f : E —» K forme linéaire
Jefi<1 N
continue) telle que ¢/ = { et ||{|| = ||¢|. |
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Soient X, Y deux espaces métriques et f : X — Y une application.

f est une isométrie <= d'(f(z), f(y)) = d(z,y).

Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés.

f est une isométrie <= || f(z) — f(Y)|ly = |z — vllx-

Si f est linéaire alors, f est une isométrie <= ||f(z)|ly = ||z x-

Toute isométrie est continue et toute isométrie linéaire est de norme 1.

Fin de Rappel

Corollaire 3.0.9. Soit E un espace vectoriel normé sur K et soit a € E alors il existe une
forme linéaire continue sur E (I € E*) telle que ||l|| = 1 et l(a) = ||a||. En particulier, on a

la|]| = sup |l(a)| et Uapplication ¢ : a € E — J, € E** telle que V1 € E*, J,(I) = l(a), est
lEE*
lli]1=1

une isométrie linéaire de E dans E** (bidual = ((E*)").

Preuve. Soita € E a # 0 et F le sous espace vectoriel engendré par a, F' = (a) = {\a, A € K}.
On définit la forme sur F' par lo(Aa) = A||al|.

On a bien [ est linéaire et ||lp(z)|| = ||z]|, (Aa = z), V& € F. D’ou [ est une forme linéaire
continue sur F. D’aprés le théoréme de Hahn Banach, il existe une forme linéaire continue [ sur

E telle que [, =l et ||I]| = [|lo]| = 1(HSIH1p llo(x)]| = 1). De plus i(a) = lp(a) = ||al|.
z||<1
Posons M = sup |l(a)] < [la||. On a M < ||a||. D’autre part d’aprés ce qui précede, il

leE*
llef=1

existe f € E* tel que f(a) = |la|]| et ||f|| = 1 donc f € {l € E*, |i|| = 1, l(a) = |la||}, et
M = sup{Ji(a)|,1 € E*, || = 1} > |lal. Donc Ya € E; al] = sup [i(a)].

leB*
llZf1=1

Via€E— J, € E* telle que J,(I) = l(a).

x 1) est linéaire :
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Soient a,b € F et | € E*.

bla+0)(1) = Jays(l)

= Il(a+D)

= () +1(b)

= J,()+ Jp(l)

= Y(a)(l) + 9 (b))

= (¢(a) + (b)) (D).
D’ou ¢(a + b) = (a) + ¥ (b).
De plus VA € K,

YO = Sl =10a)

= M(a)

= Aa(l)

= Mp(a)(l)

= (Mp(a))(D).
Donc ¥(Aa) = A(a).

% 1) est une isométrie.

Vae FE

[o@@)ll = (Il
= sup |Ju()]

leE*

=1

= sup |l(a)l
leE*
=1

= all
]

Remarque 3.0.10. L’application v est une isométrie linéaire de E dans E**(bidual). ¢ est

dite ["injection canonique de E dans E**.
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Définition 3.0.11. Soit E un espace vectoriel normé. On dit E est réflexif si l'injection cano-

nique v . ' — E** est surjective.
Rappel :

Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous espace vectoriel de E. On pose
TRy <= xr—ye F Vr,ye E.

2y

5= Ejp = {7 v € B}, on pose [|[all| = d(a. F)., d(a, F) = inf |lz ~ ]|

eVze E ||Z||| =d(x, F) > 0.
eVAceK xeF,
Izl = [I[Az]]
= d(A\z, F)
= inf Az —y|
0, A= 0;
= ‘ y
inf 7@ = D)l A0
_ ' _y
= D inf o — 2
= |Alinf |lz — |
zeF
= |Ad(z, F)
= [Allll=l]
eVar,ye E,Vz, 2 € F.
lz+y—(z+ ) <z — 2] +[ly — 2.

NZ+7lll =dz+y, F)<|e+y—- G+ <lz—zl+lly-2 VzeF

= llF+7lll < inf(lle ==zl +ly = 2hv="€ F

< d(z, F)+ |y =4,V € F
= |[z+7lll < d(m,FHzi,ggHy—Z’H

< d(x,F)+d(y, F)

< |zl + [l[glll.
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Donc I'application T — d(z, F') = |||Z]|| est une semi-norme sur £, ,.. De plus
I[Zl[| =0 = d(z,F) =0 <=z € F.

Ainsi [||.||| est une norme SSi F est un sous espace vectoriel fermé de E.

Fin de Rappel

Corollaire 3.0.12. Soit E un espace vectoriel normé sur K. F sous espace vectoriel fermé de
E eta € E\ F. Alors, il existe une forme linéaire f continue sur E (f € E*) telle que f(a) =1
et f\F =0.

Preuve. Soit a € E/,, on pose [(A@) = A pour tout A € K. [ est une forme linéaire sur (@) ot
(ay est la droite vectorielle de E/, engendré par a.
Soit x € (@), il existe A € K telle que z = Aa, |l(z)] = |I(N)a| = |\ = mmxm D’ou [ est

une forme linéaire continue sur (@) et d’aprés le théoreme de Hahn-Banach, il existe [ € (E/ )

vérifiant 1(a@) = 1 et |[I]| = -t 1/ = 1.

I[falll?

On pose f = lorourla surjection canonique de £ — E/ ..
n:E — E/. estlinéaireetcontinue
r — T

On a bien f € E* vérifiant

VzeF,z=0,dou f(x) = l(ﬁ) =0, donc F C ker(f). ie. f/=0. [ |

Corollaire 3.0.13. Soit EE un espace vectoriel normé sur K et F' un sous espace vectoriel de

FE alors
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En particulier F' est dense dans E SSi toute forme linéaire continue sur E et nulle sur F' est

identiquement nulle.

Preuve. Posons G = ﬂ ker(f). On a Vf € E* et F C ker(f) alors ' C ker (f).

feE*
Fcker (f)

G = ﬂ ker(f) D F.

feE*
FCker (f)

Supposons qu'il existe z € G\ F, d’aprés le corollaire 3.0.12 il existe f € E* telle que f(x) = 1
et f/7 = 0, cest a dire @ ¢ ker (f) et F C ker (f) = F C ker (f). Ce qui donne z ¢ G.
Absurde. Ainsi, G C F et donc F = G = ﬂ ker(f).

Fcflfei*(f)
Deplus F=E <= E= () ker(f)<=VfeE" FCke(f),= ker(f)=EFE
Fcfﬁg(f)
= Vfel" fl,.=0= f=0. [ |

Soit F un espace vectoriel. On dit que H est un hyperplan dans E s’il admet une droite

vectorielle comme supplémentaire, c’est a dire, il existe a € E\H tel que £ = H & (a).

Fin de Rappel

Remarque 3.0.14. 1. H est un hyperplan SSi il existe une forme linéaire non nulle f sur

E telle que H = ker (f).

2. L’hyperplan H = ker (f), f' € E' est fermé SSi f est continue (f € E*).

Définition 3.0.15. Soit A et B deux parties d’un espace vectoriel E sur R. On dit que [’hy-
perplan H d’équation f(x) =0 sépare A et B si f(z) < a,Vx € A et f(z) > o,V € B pour

un certain réel o.

Théoréme 3.0.16. (Hahn-Banach. Version géométrique)
Soient A et B deux partie convexres non vides et disjointes d’un R-espace vectoriel normé E.
On suppose que A est un ouvert de E. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B.

(c’est a dire il existe f € E* tel que fi, > a et fi; < ).
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Grands théorémes de |'analyse

fonctionnelle

Théoréme 4.0.17. (Théoréme de Baire)

Soit (E,d) un espac métrique complet. Si (Uy,), est une suite d’ouverts et denses dans E, alors

n

leur intersection ﬂ U, est aussi dense dans E

n
ou de maniere équivalente :

Si (F,), est une suite de fermés et d’intérieurs vides, alors leur réunion UF” est aussi d’in-

n
térieur vide.

Preuve. Si (Un)n21 une suite d’ouverts et denses dans E et posons V' = ﬂ U,.
n>1
Pour montrer que V' est dense dans F, il suffit de montrer que, tout ouvert non vide de E

rencontre V.

Soit U un ouvert non vide de £. Comme U; est dense dans F, il existe 1 € F et 0 <r; < 1
tels que B(zy,71) C Ui NU.

U, est aussi dense, il existe de méme xo € F et 0 < 1y < % tels que B(2q,75) C B(wy,71) N Us.
Par récurrence sur n on construit une suite (z,,),, C E et une suite (), C Ravec 0 < r,, < 5t
telle que B(z,,7,) C U, () B(n-1,7n—1). En particulier, pour tout n, on a d(2,41, 7,) < 5.
D’ot la suite (x,), est de Cauchy dans E qui est complet donc (), est convergente.

Soit # = lim x,,, comme B(Zy,41, 7nt1) C B(2y,,7,) pour tout n, alors = lim z,, € ﬂ B(2n, 7).
n n
n>1
Donc & € B(xy,71) CU (U C U et on a aussi x € ﬂg(:cn,rn) C m Uu,=1V.

n n>1
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Ainsi z € U V. D’ou la preuve. |

Exemples 4.0.18. 1. Sur R, F, = {p}, p € N Vp, F, est un fermé d’intérieur vide.

D’apres le théoreme de Baire. N = U, F,, est d’intérieur vide.
peN

2. Sur Q, F, ={p}, p € N. Iy = Q\{p} est dense dans Q.

NE = [\

peEQ peEQ
= Nen=en() ) ="
PEQ PEQR

Donc ﬂpEQ F¢ n'est pas dense ce qui prouve que (Q,||) n’est pas complet.

Théoréme 4.0.19. (Théoréme de Banach-Steinhaus)

Soit E un espace d Banach et F un espace vectoriel normé (non nécessairement complet) et

(T3),e; une famille d’applications linéaires continues de E dans F. Alors on a lalternative

sutvante :

Soit su? |Ti]] < 400, ou bien, il existe une suite d’ouverts (Uy),, telle que pour tout n, U, est
ic

dense dans E et pour tout x € ﬂ Un, on a Szlel? | Ti(x)|| = +o0.

n>1

Remarque 4.0.20. D’aprés le théoreme de Baire ﬂ U, est dense dans E.

n>1
Preuve. Soit z € E, on pose p(z) = sup ||Ti(z)||, U, = {z € E/p(x) > n},n > 1 et pour tout
i€ 1 soit V7' = {x € B/|[Tiz|| > n}. On a Uy = U V"

¢ est une application de E dans R, et pour tous i € I et n > 1, V;* donc U, est un ensemble
ouvert de F.

1% cas :

Il existe ng € N, tel que U,, n’est pas dense dans E. Il existe alors zp € E, r > 0, tel que
B(zg,7) N Un, = 0.
Ce qui donne, Vz € E, ||z|| <7, 29+« & Up,. (B(xo,7) = z0 + B(0,7)).
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= Ve e FE, |z|| <r = p(xo,z) <ng. On aalors Ve € E, ||z|| <r,Viel

ITi(@)| = |Ti(z + o) — Ti(wo)||
< iz + )| + | Ti(o) |
S 271,0.
= Viel,VzxeE, |z| <1
2 r
rial - [
IT@I = |5TGo)
2 T
= — TZ —
|50
< ﬂ:M,
T

— sup | T3]l < M.
el

2M¢cas :

Vn > 1, U, est dense dans E. D’apres le théoréme de Baire. ﬂ U, est aussi dense dans F.

De plus Vz € ﬂ Uy, on a p(z) = 400 <= sup || T;(z)|| = +oc. |
n>1 iel

Corollaire 4.0.21. Sous les hypothéses de théoréme de Banach-Steinhaus si pour tout x € F,

sup || Ti(x)|| < oo, alors sup || T;]| < oc.
i€l iel

Application

e Si (T,), est une suite d’applications linéaires continues de £ dans F telle (T,,z),, converge
pour tout € E. Alors, il existe T € L(E, F') tel que (7,,), converge simplement vers 7" dans
L(E, F) et ||T] < sup |[T,]-

En effet : '

Vo € E, (T,x), converge dans F.

Soit y, = limT,,x et on pose
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T -F — F

r +— Tr=y,=1lmT,x.

e T est une application bien définie de E dans F'.
e T est linéaire, Va,y € £, A € K.

Tz +12") = Yorw
= 1i£n To(Ax + )
= lirrln()\Tn:c + T,2')
= )\liqgn T,x + liTILn 7,7

= \Nlx+Tx.

OnaVz e E, lim||T,z —y.|]| =0 < lim |1,z — Tz| = 0.
D’ou (75,),, converge faiblement vers 7". De plus on a : sup ||7,,|| = M < oo,

douVe>0,Vr e Eilexiste n € Ntel que |—|T.z||+ [|Tz]|| <e = ||Tz| < e+ || Tz

VeeE, |Txl| < sup(|Tull[lz]]) + e

< M|z|| +e.

DouVx e E, ||Tz|| < M|z|.
Donc T' € L(E,F) et | T|| < M = sup ||T,].
Ainsi (T},),, converge simplement vers 7" dans L(E, F).

Définition 4.0.22. Soient (X, 1) et (Y,7') deuz espaces topologiques et f : (X,7) — (Y,7')

une application. [ est dite ouverte si l'tmage par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y.

Théoréme 4.0.23. (Théoréeme de l'application ouverte)
Sotent E et F' deux espaces de Banach et T une application linéaire continue de E dans F'. Si

T est surjective, alors T est ouverte.
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Preuve. Soit T € L(FE,F) surjective. Montrons que T est ouverte. Pour ceci, il suffit de

montrer Vo € E, Va > 0, il existe r > 0 tel que Bp(Tz,r) C T(Bg(z,a))?

Tx+ Bp(0,7) C T'(x + Br(0,®))
Tx+ Bp(0,r) C Tz + T(Bg(0,«))

BF(O, ’f‘) C OZT(BE(O, ]_))

1111

r
Ainsi T est ouvert < il existe r > 0 tel que

Pour tout n > 1, posons F,, = nT(B(0,1)). On a, Vn, F, est un fermé non vide, comme T

est surjective, on a de plus F' = U F,. D’apreés le théoréme de Baire, il existe ng € N* tel que

n

F,, # 0. D'ou il existe yo € F et r > 0 telle que

B(yo,4r) C F,, = T(B(0,1)). (4.0.2)
Soit y € F, ||y|| < 2r, on a2y = 2y + Yo - 0
N—— ~~~

€B(yo,4r)CT(B(0,1)) €T(B(0,1))
Alors y € T(B(0,1)). Ainsi, il existe > 0 tel que

B(0,2r) € T(B(0,1)). (4.0.3)

Pour demontre 4.0.1, on va proceder par une approximation succéssive pour resoudre I’équa-
tion Tx = y dans B(0, 1) pour tout y € B(0,7).
Soit y € B(0,r), d’aprés 4.0.3 il existe 21 € E telle que ||z, < 5 et |ly — Tay|| < 4. En effet
2y € B(0,2r) d’ot 2y € T(B(0,1)) = B(2y,7) N T(B(0,1)) # 0.
Il existe z1 € B(0, 1) tel que 2Tx; € B(2y,r).
En remplagant y par y — Tz, on assure l'existence de x5 € E tel que [|z3]] < %L tel que
(I(y = Ts) = Tl < 54 = 1) 1y = Tar — T < 3.
Par récurrence on construit une suite (z,), de E, telle que ||z,|| < 5= et |y — (Tz1 + To+...+

Ta,)|.
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On pose = = Zazn La série an est absolument convergente dans I'espace de Banach F.
n n
Donc elle est convergente dans E. Soit alors x = an, on a
n>1

lzll < D llall

n>1
1

— =1
2n
n>1

<

De plus ||y — T(Z x|l < 2% D’ou par passage a la limite ||y — Tz|| =0 <=y = T'x.
k=1
Ainsi Vy € B(0,r), il existe € B(0, 1) telle que y = Tx € T(B(0, 1)).

D’ou 4.0.1 et T est une application ouverte. [ |

Corollaire 4.0.24. Toute application linéaire continue et bijective entre espaces de Banach est

bicontinue (T et T~ continue).

Preuve. T : E — F bijective et continue alors T~ : FF — E et VO ouvert de E,

(T=1)7'(0) = T(0O) est un ouvert de F. Dot T~ est continue. |

Corollaire 4.0.25. Soit E un espace vectoriel ||.||, et ||.||, deuz normes sur E. On suppose que
(E,||-1l,), i = 1,2 est espace de Banach et qu’il existe ¢ > 0 telle que Vx € E, ||z||; < cllz,.

Alors, les deux normes ||.||; et ||.||, sont équivalentes.

Preuve. Soit 'application

I:(E ) — (&)

z — Iz =u=x.

Il est une application linéaire de (E, ||.||,) dans (£, ||.||;) vérifiant :
Vo e B, ||Iz||, = ||lz[|; < c||z|,. Donc I est linéaire et continue entre deux espaces de Banach.
De plus I est bijective. Donc I est bicontinue, en particulier I"! est linéaire continue de (E, ||.|,)

dans (E, [|.[|,)-
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D’ou, il existe ¢ > 0 tel que Vo € E

zll, = [z,
= ||H_1$||2

< ;.
Dong, il existe ¢ > 0, ¢ > 0 tel que Vax € F

1
Sl < llelly < ellz],.

Rappel :(Théoréme du graphe fermé)

Soit X et Y deux espaces métriques et f une application de X dans Y. Si f est continue, alors
son graphe

G(f) ={(z, f(z)), x € X}est un fermé de X x Y.

Fin de Rappel ‘

Dans le cas des applications linéaires, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.0.26. (Théoréme du graphe fermé)
Soient E et F' deux espaces de Banach et T une application linéaire de E dans F'. Alors, T est

continue si et seulement si le graphe G(T) de T est fermé dans E X F.

Preuve. 7 =" déja connue.

7 <=7 Supposons que le graphe G(T') = {(z,Tx), x € E} est un fermé de E x F. Montrer
que T est continue ?

Posons [z, = llall; et lloll, = 1zl + |l Y € E.

l|.l; et |||l sont deux normes sur E vérifiant Vo € E ||z||, < ||z, = ||z| g + [|T2|| -

Soit (z,,), une suite de Cauchy de (E, ||.||,). Alors, Ve > 0, il existe N € N tel que Vp,q € N
p=N,q¢>N = |z, — x4, <e

<= Ve >0, il existe N € N tel que

Vp,aeNp=>N, g >N = pr _quE‘i_ ”Txp_qu,‘F <€
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D’ott (z,,), est de cauchy dans (E, ||.||) et (T'z,), est de Cauchy dans F'. Comme E et F sont
des Banach, alors les deux suites (z,), et (T'z,), converge respectivement dans E et F.
Soit z = limx,, et y = limT'z,,. Alors (x,, Tz, ), est une suite convergente du graphe 7" qui est

fermeé, donc (z,y) = lim(z,, T'z,) € G(T). D'ou y = Tz et

lon —2lly, = llen —2llg + 1T (20 = o)l
= len =2l + 1Tz, =Tl
= lzw —2llg +Ten =yl g

— 0

n—-+oo

Donc (z,), converge vers x dans (£, ||.||,) en suite (£, ||.||,) est un espace de Banach. D’aprés

le corollaire 4.0.25, ||.||, et |.||, sont équivalentes. Enfin, il existe ¢ > 0, telle que V& € E,
1Tzl p < [zl g + T2l = llzlly < cellzll, < ]z

D’ou T est continue. [ ]
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CHAPITRE V

Espaces de Hilbert

5.1 Espace préhilbertien

Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou C).

Définition 5.1.1. Une application (.,.) de E x E dans K est dite un produit scalaire sur E si :
1. Yu,v,w e E, VI e K,
(Au+v,w) = Mu,w) + (v,w) (linéarité par rapport ala 1" variable).
2. Yu,v € E, (u,v) = (v,u) (hermitivité).
3. Yu € E\{0}, (u,u) > 0. (positivité),

Remarque 5.1.2. Si (.,.) est un produit scalaire sur E alors pour tout u,v,w € E et pour

tout A € K, on a

(w, \u +v) = (Mu+v,w)
= Au,w) + (v, w)
= Mu,w) + (v,w)
= ANw,u) + (w,v).

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace préhilbertien.

Exemples 5.1.3. 1. Sur K", (z,y) = Z x;y; définit un produit scalaire.
=1

2. Sur C([0,1],K f f(z dx est un produit scalaire.
3. Sur P(K) = {z = (xn)nzo C K/Z |z,|° < 00}
n>0
L’application (x,y) = Z T, Un définit un produit scalaire.
n>0

Cours d’Analyse Fonctionnelle Adel SADDI FSG. 2022-2023



Espaces de Hilbert 50

Proposition 5.1.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un espace préhilbertien sur K. Alors, pour tout u,v € E, |(u,v)| < \/(u,u)\/(v,v).

Preuve. Si u et v sont colinéaires alors, d’apreés la linéarité du produit scalaire 'inégalité est

realisée et elle est une vraie égalité. Si u et v ne sont pas colinéaires, on pose w = u — %v.

D’aprés la positivité du produit scalaire appliquée a w, on obtient

(o)  (wv)
= (- Gre o) 20

o ) ) () (o)
= () = (o ) — () + (i ) 2 0
<

)’
(u,u) (0.0) >0

[, 0)” < (u, 1) (v,0)

|(w, 0)| < v/ (w, u)v/ (v, 0).

111

Proposition 5.1.5. Soit E un espace préhilbertien. Alors Uapplication N : u — (u, u)% définie

une norme sur E.

Preuve. N est positive et N(u)? = (u,u) = 0 = u = 0, d’aprés la positivité du produit

scalaire. De plus pour tout u € F et A € K

[NIE
D=

N(Ow) = Qu, )2 = [A\(u, u)]
= [P’

VI

= |Al(u,u)? = AN (u).
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Soient u,v € E on a

Nu+v)?=@w+v,ut+v) = (u,u)+ (u,v)+ (v,u)+ (v,v)
= (u,u) 4+ 2R(u,v) + (v,v)
( (v,v)

172
< ((u,u)? + vv)2>.

N
NG

w,u) + 2(u, u) + (v,v)

Ainsi N(u+v) < N(u) + N(v).

On pose dans la suite ||ul| = (u, u)%
On a alors Vu,v € E, |(u,v)| < ||ul|]|v]|- |
Remarque 5.1.6. 1. L%inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si les

deuz vecteurs sont colinéaires (en particulier si l'un des vecteurs est le vecteur nul car le

vecteur nul est colinéaire avec tous).

2. La norme définie dans la proposition 5.1.5 est dite norme associée au produit scalaire.

Proposition 5.1.7. Soit E un espace préhilbertien et ||.|| la norme associée au produit scalaire.

Alors :

1. L’identité du parallélogramme
2 2 2 2
Vu,v € B, [Ju+ vl + [lu — of|” = 2([[ul]” + [Jo]%).

2. Identité de polarisation : Pour tous u,v € E, on a
(a) (w,0) = 3 (llu+ o) = flu—v]), siK =R.

(b) (u,v) = i(Hu +ol)* = |lu—o|)* +ilju 4 vl —illu — ivH2>, siK=C.

Preuve.

u+ v]|* = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) (5.1.1)
Ju—v|]* = (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v) (5.1.2)

1. La somme donne le résultat.
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2. (a) La différence donne le résultat dans le cas (K = R).

(b) SiK=C

illu+ivl|* = i(u, u) + (u,v) — (v,u) —i(v,v) (5.1.3)
ilJu —v|)* = i(u,u) — (u,v) + (v,u) — i(v,v) (5.1.4)

(5.1.1)- (5.1.2) + (5.1.3) - (5.1.4) = |ju +v||> = |lu — v|)* + i|ju + wv||> — i|u — iv]* = 4(u, v).
|

Remarque 5.1.8. Le produit scalaire sur E est une application continue sur E X E. Dans la

suite, on utilise la notation (.,.) pour un produit scalaire et H pour un espace préhilbertien.

Définition 5.1.9. Soit H un espace préhilbertien et A une partie de H. On appelle orthogonal

de A Uensemble noté A+ et définie par
At ={zcH/(z,y) =0,Vy € A}.

Par suite, pour tout x € H, z*+ = {z}+.

On dit que x et y sont deux vecteurs orthogonauz si
v eyt = ycat = (2,y) =0.

On note x_Ly.

Remarque 5.1.10. 1. {0}* =H, H* = {0}.

2. ACc B= B+ c AL.

Proposition 5.1.11. Soient H un espace préhilbertien et A une partie de H. Alors A+ est un

sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. Soit A C H, 0 € A+, donc A+ # D six,y € A+ et A € K, alors pour tout z € A, on a

Ar+y,z) = Mz, 2)+ (y,2)

= MN+0=0.
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= Az +y € At D’'ou A* est un sous espace vectoriel de H. De plus si (z,), C A+ une suite

convergente vers T.

Vze A ona
(x,z) = (limxy,,2)
= lim(x,, 2)
= lim0=0.
Dot z € A+ et AL est fermé. [ ]

Remarque 5.1.12. Dans un espace préhilbertien H on a :
1.VYACH, Ac (AY)".
It . ——1
2. At =A =wect(A)” =vect(A) .

3. Si A est un espace vectoriel, alors (AL)L = A.

Définition 5.1.13. Soit (e;),.; une famille d’un espace préhilbertien H. La famille (e;),., est
dite orthonormée si

<€i7€j>:O ,VZ#(]EI

<€Z’,6i>:1, Viel.
Proposition 5.1.14. (Egalité de Pythagore et Inégalité de Bessel)

Soit H un espace préhilbertien et (ei)nzo est une famille orthonormée de H. Alors
2

1. YueH, Vn>0, |ul> = Z |(u, ex)]” + Hu — Z(u,ek)ekH (Egalité de Pythagore).
k=0 k=0

2. VueH, Z \(u, e,)|” < |Jul|® (Inégalité de Bessel).

n>0

Preuve.
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1. Vue H
|- Zw ek>ekH2 = (u- Zw ex)er, u - Zw ex)er)
= (uu) - Z< ex)(ew, u) - ZW< ex)
+ kz%l; u, ex) (u, er). (ex, &)

2. D’apres 'égalité de Pythagore, Z [(u, er)|” < |lul|?, pour tout n > 0. Donc la série
k=0

Z |(u, e,)|” est convergente et on a Z [, en) > < J|ul|”.
n>0

5.2 Espaces de Hilbert

Définition 5.2.1. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

associée.

Exemple 5.2.2. 1. I*(K) muni du produit scalaire {x,y) = Za:ny_n est un espace de Hil-

n>0
bert.
2. L*([0,1],d\) muni du produit scalaire fo g(x)dz est un espace de Hilbert.
3. C([0,1],K) muni du produit scalaire {f,g) fo da: n’est pas un espace de Hilbert

(n’est pas complet).

Lemme 5.2.3. (Lemme de Riesz-Fister)

Soit H un espace de Hilbert et (e,), une suite orthonormée de H. Alors la série Zanen

convergente dans H si et seulement si la suite (av,),, appartient a 1*(K) c’est a dire Z |, |2

Q.
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Preuve. D’aprés la complétude de H la série Z ane, converge <= elle est dans Cauchy.

n

Ainsi Vp > ¢ >0, on a

p q 2
H E QR — E Q€L
k=0 k=0

p

= < Z e, Z Oél€z>

k;:q—‘,—l l:q+1

= Z i (ex, er)

q+1<k
I<p

p
= 2 laul’

k=q+1

Comme R est aussi complet alors E ane, est convergente si et seulement si g one, est de
n n

Cauchy si et seulement si Z |, |” est convergente.

e Etant donnée une suite orthonormee (€n),, d'un espace de Hilbert H. On note ¢ : I'application
a tout u € H, on associée la suite ((u, e,)),~o. D’aprés I'inégalité de Bessel la suite ((u, e,)), <

dans [?(N) si u = Z anen, € H, alors ¢(u) = (an),5o (Cest a dire oy, = (u,€,), Vo > 0).  ®

n
Dans la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 5.2.4. Soit (e,), ., une famille orthonormé de H. On dit que (e;),.; est une base
Hilbertienne si elle est totale c’est a dire :

VueH, (u,e;) =0,Vie Il = u=0.
Remarque 5.2.5. 1. La famille (e;),.; est totale si {e;, i € I} = {0}.

2. (ei);e; est totale <= vect(e;, i € 1) = H.

3. Une famille orthonormée est une base hilbertienne si et seulement si ¢ est injective.

Théoréme 5.2.6. Soit (e,), une suite orthonormée d’un espace de Hilbert H alors les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :
1. (ey,), est une base hilbertienne (ou totale).

2. Vu e H alors u = Z(u, €n)en.

n>0

- l? Z [(u, e,)|”, Yu € H (Egalité de Parseval).

n>0
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Preuve. 1) = 2)
Supposons (e,,), est une base hilbertienne alors Vu € H, Vj € N

(u= (ueaenes) = (ue;) =Y (u,endlen ;)

n>0 n>0

= (u,e;) — (u,e;) =0.

Dot u — Z(u, enen =0 <= u= Z(u, €n)en.
n>0 n>0

2) = 3)
D’aprés I’ egahte de Pythagore onaVué€ IHI Vk € N

el Zr wen)+ [l =D (w enlen

Par passage a la limite quand k tend vers 0, on obtient

k 19 2
lull? = Y ea) 4+ limu=d"(weae,
n=0 n=0

D’aprés la continuité de la norme, on aura

3) = 1) Si Vu € H, |jul|* = Z |(u, e,)|?, alors si pour tout n > 0, (u,e,) = 0 alors ||ul| =
n>0
0= u=0.

Donc (e,),, est totale ou encore une base hilbertienne. ]

Théoréme 5.2.7. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne. De plus tout espace de

Hilbert séparable admet une base Hilbertienne dénombrable.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert non réduit & {0}. Soit L une famille orthonormé de
H(une telle famille peut étre construite au moyen du processus d’orthonormalisation de Gaus-
Schmidt). Soit B I'ensemble des familles orthonormés de H contenant L. On munit 3 par la
relation d’ordre "inclusion".

Montrer que (B, C) est inductif. Soit P = {P;, i € I} une partie totalement ordonnée de /3 et

posons P = U P;. 11 suffit de vérifier que P est aussi une famille orthonormée de H. Soient alors
iel
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z,y € P,z #vy, il existe 1,5 € I telle que x € P;, y € P; d'ou, ||z| = |ly|| = 1 puisque P; et P;
sont des familles orthonormées. De plus, P est totalement ordonnée alors il existe k € {i, j} tels
que x,y € Px. Comme Py est orthonormée donc (z,y) = 0. Ainsi P est une famille ordonnée
inductive. D’aprés le lemme de Zorn B admet un élément maximal B. Reste a montrer que B
est totale. Supposons le contraire, alors :

vect(B) # H, d’ou il existe z € H, |lzo]| = 1 et 20 € WL.

Soit B = B|J{xo} D L, alors B’ € B et contient strictement un élément maximal. D’ou B est

totale, par suite B est une base hilbertienne.

5.3 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 5.3.1. Soit H un espace de Hilbert et C une partie convexe fermé de H. Alors pour

tout u € H il existe un unique élément Pu € C tel que

lu = Pul| = d(u, C)
Re(u — Pu,v — Pu) <0, Vv e C.

Remarque 5.3.2. L’unique vecteur Pu € C realise le munimum de [’application :
c:C — R
v — C(v) =|lv—ul

PueC

et inf C(v) = inf ||[v—u|| = d(u, C). De plus Pu est caractérisé par
ved ved Re(u — Pu,v — Pu) = 0.

Preuve. Soit u € H, comme d(u,C) = inf{|jv — u|,v € C} € C, il existe une suite (v,), de
C telle que
lim ||v, — ul| = d(u, C).

Montrons que (v,), est une suite de Cauchy dans H. Par 'identité du parallélogramme on a,
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ou encore,
_ 2 1 2
122 = 5 (o = ll? + o — ) = |25 =
1 2 2
< 5 (lon = ulP + low = ul?) = d(u, €2
D’ou lim ||v, — v,|| = 0.

Ainsi (v,),, est une suite de Cauchy dans H qui est complet. Donc (v,,),, est converge dans H.

Soit Pu = ligbn Uy, comme (v,,), C C' et C fermé, alors Pu € C tel que
[Pu—ull = [[limv, —uf
= liTIln ||v, — ul|
= d(u,C.)
Supposons qu’il existe Pu et P'u deux éléments de C' tels que
[1Pu— ul| = |P'u — ul| = d(u, C),

on a :

HPu—l—P’u

(Pu—u) + (P'u—u) |’
2 | H

2
1
(IlPu = ull* + 1P'u = ull”) = £ 11Pu - Pull

1

2
1

d(u,C)* — LPu— Plul’.

IA

) 2
Si Pu # P'u on obtient ‘ PutPu _ UH < d(u,C)* ce qui contredit la définition de d(u,C)

!
Pu+2Pu c C

puisque

Enfin, soit v € C, pour tout A € [0,1], (1 — A)Pu+ Av € C, d’ou

lu — Pul|® = d(u, C)* < ||(1 = A)Pu+ v — ul,

D’ou :
0 < |[(1=XNPu+v—ul>—|Ju— Pul?
< 1(Pu—u) + Aw — Pu) = |lu— Pul]?
< |Pu—u|® + N|lv — Pul® + 2XRe(Pu — u, v — Pu) — ||u — Pu)’
< M\||lv = Pul|® — 2Re(u — Pu,v — Pu)).
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Donc pour tout v € C,
R(u — Pu,v — Pu) <0.

Remarque 5.3.3. Le theoréme précedent peut s’appliquer en remplagcant le conveze fermé C

par un sous espace vectoriel fermé et plus précisement on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.4. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous espace vectoriel fermé de H. Alors

il existe une application linéaire continue P de H — F telle que
|lu — Pul|| = d(u, F'), Vu e H.

L’application P est dite la projection orthogonale sur F, P :H — F' caracterisée par :

Pue F VueH
u— Pu € F*.
Preuve. Soit u € H, 'existence et 'unicité de P est assurée par le théoréme précedente par la

linéarité de P. On remplace succesivement v par —v, iv et —iv dans Re(u — Pu,v) < 0, pour

v € F, on obtient (u — Pu,v) > 0, d’ou Re(u — Pu,v) =0, Vv € F, de plus,

Re(u — Pu,iv) =0 <= Re(i(u — Pu,v)) =0

< Im({u— Pu,v)) =0.

Donc (v — Pu,v) =0, Vv € F.

Siu,u' € Hon a Pu+Pu’ € F et (u+u'—(Pu+Pu’'),v) = (u—Pu,v)+{u'—Pu',v) =0, Vv € F.
Ainsi P(u + ') = Pu+ Pu/.

Si A € K, alors APu € F et (A\u — APu,v) = AMu — Pu,v) =0, Vv € F.. Dot A\Pu = P(\u),
P est linéaire. De plus, on a 0 € F, d’ou ||u — Pul| = d(u, F') < ||u]|.

= ||Pul| < 2||u||. Ceci prouve que P est continue. u

Remarque 5.3.5. Si F' est un sous espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H alors la

projecion orthogonale P sur F' vérifie
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1.VueH, u— Puc F*+.

2. Vu € H, (u— Pu,Puy =0. D’ou

1Pull* = {u, Pu)

< lulll Pull.

= [[Pull < [ull.
3. Yu € F, Pu=u.
4. Yu € H, P?u = Pu. Donc ||P|| = 1.

Proposition 5.3.6. Soient H un espace de Hilbert et F' un sous espace vectoriel fermé de H.

AlorsH=F & F+.

Preuve. Vu € H, u = Pu+ (u— Pu) € F + F* ou P est la projection orthogonale sur F. De
plus, si v € F(F* alors |[v]|* = (v,0) =0 = v =0.
Ainsi FNFt={0} et H=F & F+. |

Corollaire 5.3.7. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous espace vectoriel de H, alors F est

dense dans H si et seulement si F'* est reduit au {0}.

Preuve. OnaH:F@FL:F@Fi.D’oﬁF:H<:>FL:{O}. |

5.4 Dualité et convergence faible

Théoréme 5.4.1. (Réprésentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert et f € H* l’espace dual topologique de H ( H* = {f : H —
Klinéaire continue}) Alors il existe uw € H tel que pour tout v € H, f(v) = (v,u).

De plus, u est ['unique point réalisant le munimum de la fonction

X — R

v ol - Re(f(w))
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L’application qui & tout f € H* on fait associer 'unique vecteur v € H tel que f(.) = (., u)
est une bijection antilinéaire isométrique (une application ¢ est antilinéaire si : p(ax + fy) =
ap(x) + Be(y)).

Ce théoréme permet d’identifier un espace de Hilbert H avec son dual topologique H*.
Preuve. Soit f € H*, Si f =0, on choisit u = 0 pour 'existence :

Si f # 0, ker(f) est un sous espace vectoriel fermé différent de H. D’aprés la proposition |?], on
a H = ker(f) & (ker(f))", il existe alors v’ € (ker(f))"\ ker(f) et donc (f(u')v — f(v)u/, vy =
0, Vv € H.

Autrement dit

fv) = ”ﬂf;,)ﬁ;w = (v, mu’), Vo e H.

D’ou 'existence de u, en posant u = %u’ e H.

Pour ce vecteur u et pour tout v € H, on a :

L2 Lo
Sl = Re(£(0) = 5ol Refw, w)

1
= S (ol - 2%e(v, )
1
= v~ ul* = [lul®).
qui est munimal pour v = w.
De plus ¢ : f €e H* — u € H.
Sifige ", acK, of+9)=w/(f+9)(v)=(v,w),

mais (f + g)(v) = f(v) + g(v) = (v,u) + (v,u') = (v,u + u'), pour tout v € H, d’ou :

o(f+g9) = w

= u+u
= o(f) +¢(9).

Si (Af) = w' alors (Af)(v) = (v, w').
et

AN(w) = Af(v) = Mo, u) = (v, Au).
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Dot p(Af) = w = Au = Ao(f).

1 injective :

o(f)=0= f(v)=(v,0) =0, YweH= f=0.

¢ est surjective si u € H, alors f définie par f(v) = (v,u) € H* et o(f) = u.
le(HIF = llull et f(v) = (v, u). Alors

[F @)l = [{o, | < lullllvll = 71 < [lull-

Et pour v = o si f 0, ona ol] = 1, et [f(0)] = (5, u) = Jull.
Si f =0, alors o(f) = 0 et [o(f)]| = 0. Dot [|f]| = ul = (NIl

Autrement dit, ¢ est une isométrie antilinéaire. [ |

Définition 5.4.2. Soient H un espace de Hilbert et (u,), une suite de H. On dit que (u,),,

converge faiblement vers v € H si Vv € H, ((un,v)), converge vers (u,v).

n

On note u, — u, (n — +00).

Remarque 5.4.3. Dans un espace de Hilbert : u, — u <=V f € H*, f(u,) — f(u).

Dans un espace vectoriel normé X : (uy), converge faiblement vers x € X si pour tout f €

X*, (f(uy)), converge vers f(z).

Exemple 5.4.4. Sur I*(N) = {z = (z,,),,5, € C, Z |2,|* < o0}
n>0

On pose :
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On remarque que la convegence forte entraine la convergence faible. |(x, —x,y)| < ||z, —z||||ly||-
On a Ve P(N), [Tl = 3 jsn lzx|> — 0 (lorsque n — +00)).
DouT,r — 0= T,x — 0.

De méme ¥z € I*(N).

$k2
Vazll* = > 1=
n

k>0

= Y laf

k>0

Lo
= el

= ||Voz| = L]|z|| — 0 quand n — 400 = Vo — 0 = Vo — 0.
Cependant, ¥V x € [*(N),
lwaz]|* = " lawl* = Jlz]l, Vn.

k>0

D’ot w,, -+ 0 mais pour tout élément e, de la base hilbertienne de I*(N), on a :
(wpx,ex) =0, Yn >k + 1.
D’ot lim(w,x,e,) =0, Vk > 0. Ainsi lim(w,x,v) = 0, Vv € [*(N).

ou encore w,x — 0, (n — +00).
Théoréme 5.4.5. Toute suite farblement convergente dans un espace de Hilbert est bornée.

Preuve. Soit (u,), une suite faiblement convergente d’'un espace de Hilbert H. Soit u, — u.

YV n, posons
T, H — K
v (v, up).
Vn, T, est une forme linéaire continue et ||7},|| = ||u,| comme (u,), faiblement convergente.

Alors pour tout v € H, ({v, uy,)), convergente dans K, donc bornée, autrement dit Vv € H, Vn €
N, [{(v,u,)| < r,, pour une certaine constante r, > 0.
ou encore, Vv € H, il existe M, > 0 tel que |T,v| < M,. D’aprés le théoréme de Banach

Steinhaus il existe M > 0, ||u,|| = ||T.]| < M, Vn. D’ot la suite (u,), est bornée. |
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Proposition 5.4.6. Soient X espace vectoriel normé (non nécessairement Banach), Y espace
de Banach et A est une partie dense de X.
Si (T,),, est une suite d’applications de L(X,Y) telle que

1. sup||T,|| < oc.
2. Vax e A, (T,x), est convergente.
Alors, il existe T € L(X,Y) unique tel que (T,,), converge (simplement) fortement sur X vers

T. De plus, on a ||T|| < liminf ||T,]|.

Preuve. Soient x € X et ¢ > 0.

D’aprés la densité de A dans X, il existe 2’ € A tel que ||z — 2'|| < Sep T

Comme (T,2"), est convergente, donc elle est de Cauchy. Il existe N; € N tel que Vn,m > N,
1) = Tl < 5.

Ainsi Vn,m > Nj.

1T () — Ton ()|

IN

| T () = To(2) || + [|Ta(2") = Tn(2")|| 4+ 1T (2) — Ton () |

IA

ITallllz = 2"l + 1T (2") = T ()] + | Tl |2 — 2]

<E+§+E—€
3 3 3 7

(T)(x)),, est de Cauchy dans Y qui est complet alors (7),(x)), est convergente.
Soit Tx = lim T,,x.
T est une application linéaire de X dans Y. En effet : Si 2,2’ € X, a € K. Alors

T(ax+2') = lim T,(ax+2)

n—-4o0o

—  lim (Tn(aa:)+Tn(x’)>

n—-+oo

= lim aoT,(z)+ lim T,(z)

n—>-+4o0o n—>-+oo

= aTx+T2.
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OnaVze X
[Txl} = [[Tim T, x]
= lim ||T,z|
< (hmianTnH)HmH.
DouT € L(X,Y) et | T|| < liminf||7,]. u

Proposition 5.4.7. Toute suite bornée dans un espace de Hilbert séparable posséde une sous

suite faiblement convergente.

Preuve. Soit (zj), une suite dense dans l'espace de Hilbert séparable H. Si (u,), une suite
bornée de H. Alors, considérons la suite (7},), des formes linéaires continues associées a (u,),,
par identification de H a H*. Vk, (T,,(zx))n est bornée dans K. Par le procédé de la diagonale
de Cantor, il existe une sous suite (7,;(7x,)); convergente pour tout k. C'est a dire la suite
(T}, )j convergente est uniformement bornée et converge fortement sur une partie dense de H.

D’aprés la proposition précédente. Vv € H, (Tn].(v))j converge ou encore Vv € H, ((v,un,))

converge. Ainsi la sous-suite (unj)j est faiblement convergente dans H. ]

Remarque 5.4.8. En fait ’hypothése de séparabilité de [’espace de Hilbert peut étre éliminer.

Cette hypothése n’est pas nécéssaire et on a le résultat général suivant.

Théoréme 5.4.9. Toute suite bornée d’'un espace de Hilbert possede une sous suite faiblement

convergente

Preuve. Soit H un espace de Hilbert et (u,), une suite bornée de H. Soit F' = vect{u,, n}
est un espace vectoriel séparable, fermé, dénombrable et dense dans H, donc F est un espace
de Hilbert séparable. D’aprés la proposition précédente et d’aprés le théoréme [?] la suite (u,),,

est bornée dans F'. Donc elle posséde une sous-suite faiblement convergente sur F'.

Cours d’Analyse Fonctionnelle Adel SADDI FSG. 2022-2023



Espaces de Hilbert 66

Soit v € H, v = Pv+ v — Pv, ou P la projection orthogonale sur F', alors on a Vv € H

<unj7v> = (u,,,Pv+v— Pv)
= (Un,, Pv) + (uy,, v — Pv)
= (Upn;, Pv) — (u, Pv) avecu € F.
= (u, Pv) + (u,v — Pv)
= (u,v).
D’ou (unj)j converge faiblement sur H. -

Théoréme 5.4.10. (Théoréme de Laz-Milgram)
Sotent H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue et coercive de H x Hl. ¢-a-d Il
existe a et ¢ > 0 tels que

|au, V)] < clfull[|v]],
a(u,u) = allull?,

pour tous u,v € H. Soit { une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un vecteur unique
u € H tel que Vv € H, a(u,v) = £(v), de plus si a est symétrique (a(u,v) = a(v,u) Vu,v € H)

alors uw est l'unique minimun de 'application
1
J:veH — éa(u,v) —{(v).

Preuve. [/ est une forme linéaire continue sur H donc d’aprés le théoréme de représentation
de Riesz, il existe un unique f € H telle que Vv € H, I(v) = (v, f). De plus par continuité de a,
pour tout u € H, 'application a, : v — a(u, v) est une forme linéaire continue sur H, il existe
alors b, € H tels que a,(v) = a(u,v) = (v, b,). Posons I"application A : u € H — b, € H.

A est linéaire et continue. Pour tous u,v € H, A € Kon a :
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YweH

(w, A(u+ o))

Dot A(u + Av) = Au + NAwv.
De plus : Vu € H

Do Vu € H, ||Au|| < ¢||u].

1Au|”

De la coercivité de a on déduit que

(s butrw)

a(u + Av, w)

a(u, w) + Aa(v, w)
(w, bu) + Mw, by)
(w, Au) + (w, \Av)
(w, Au) + (w, \Av)
{

w, Au + NAv).

(Au, Au)
(bu, bu)
a(u,by)
clul[[]bu]
cllull| Aul.

Vu e H, (Au,u) = a(u,u).

Clest a dire Vu € H, (u, Au) = a(u,u) > aljul/?.

D'ou [|Aul| = eful], Vu € H.

En particuliér A est injective de plus R(A) est fermé. En effet : Soit (v,,), une suite de R(A)

convergente vers v € H, il existe (u,), € H tel que Au, = v, pour tout n. On a alors

an - Um”

v

|Aw, — Aty |
[A(un — wm)|l
oty — .
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D’ott (u,,),, est de Cauchy dans 'espace de Hilbert H, donc (uy,),, est convergente. Soit [ = lim u,,,

comme A est continu alors
v =limv, = lim Au,, = Alimu, = Au € R(A).
n n n

Pour montre la surjectivité de A, il suffit de vérifier que R(A)" = {0}.

Soit v € R(A)™", on a alors 0 = (Au,v) = a(v,v) = olv|>.

Dot v = 0 et R(A)" = {0}, donc R(A) est dense dans H, comme R(A) est fermé alors
R(A) = R(A) = H.

On a demontré que A est bijectif, en particulier, V f € H, il existe un unique u € H tel que

Au = f. Donc il existe un unique u € H telle que Vv € H

a(u,v) = (v, Au)

Remarque 5.4.11. A toute forme bilinéaire continue et coercive a sur un espace de Hilbert H,
il existe une unique application linéaire continue A sur H telle que a(u,v) = (v, Au), Vu,v € H.

Soit J(v) = 3a(u,v) — l(v). Si de plus a est symétrique, alors Vv € H

J(u+v) = %a(u—kv,u—kv)—l(u)

1 1
= §a(u,u) + 5(1(1},@) + a(u,v)

= J(u)+ %a(u, v)

J(u) + allv].

Y

D’ou Vv € H\{u}, J(v) > J(u).

Donc u est l'unique vecteur réalisant le minimum de ’application J.
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